





















































だ円切欠き（x = a2cos (h, y = b2sin 82）の応力集中
を大きさの等しい2個の付加円孔〔X = ± (d + a1 
cos 81), y = l + b1 sin仇，（αl 二 b1）〕によって緩和
する問題を例にとって説明する． この問題は， 重
ね合わせの原理に基づく体積力法の考え方により，
問題の対称性から， 半無限板中の2 点（土ご. 7J）に
集中力が働くときの任意の点（x, y ） の応力場の解を
用いて 解 くことができる 9 ，川． このとき問題は， 円
孔および切欠きとなるべき仮想境界上に分布させ
た x,y 方向の境界に沿った長さ当たりの体積力密
度ρreφk)' p; （φk） を未知関数とする特異積分方程
式(1）で表現される〔仇は着力点（乙甲）を表わす
角度で注目点仇と区別して用いる（k = 1, 2）〕．
(- 1/2) ｛ρIC仇） cos 8;o ＋ρt ( 8;) sin eiO} 
会:J;k K%；（弘、ぬ出悼の也
キ色1
二 一 σ＂； COS2 θiO (1. a ) 
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＋主Jrk K},'l（九仇）ρt(¢1i）ゐ
二 σ了sin fJioCOS θiO (1. b) 
(for additional hole i = l : 0壬 81三五2π）
(for principal notch i = 2 : 0 ：；玉€！2 ：；玉π／2)
ける境界条件出 二 仏 Tnt = 0 に相当している．式






る。 式（ l ）の第二項， 第三項は， i＝ 去のとき 1/
{sin （恥 ei) /2｝ の特異性を有する 9）.そのた




ぞれ式（5 ) , （引の関係を満たす＠
= bkCI慣やkd私＼
f 





























































( 3 ) 
（φ1,) = Cat （山）トρt（π 一 弘）十pt（π十品）十ρ；（ 一 弘）｝／4
ρtz （恥）＝｛ρt( efl 1,）ートρt（π 恥） ρ；（π十恥） ρ；（ 恥）｝／4
（弘）＝｛ρt（φ；，） ρt(iT- q'J,,) -Pt（π十恥）十ρ；（ - ¢1i) }/ 4 
（恥）＝｛ρ；（恥） Pt (7T ¢1J ＋ρt（π十和） ρt(- ¢1c)}/4 
( 4 ) 
（恥）＝ （π φ1i） 二 （π＋ ( r,b k) 
（私）＝ （π 一 （π十和）ニ （ φ1J 
( 5 ) 
（私）ニ （ 恥）
（払）ニ ー （ 恥）
（私）ニρ；1 （ 払）
（恥） 二 ρ；2 （ 恥）
( 6 ) 
士 P'iiψ3 ＼〆π ＝ ρt3 (7T ＋恥〉＝ρt3( ，、
（恥）＝ 私）＝ （π＋φie） 二 ( q九）
式（5),(6）より関数ρ1i（φ）～ρt4 （φ〉を O孟φ三五π／4の範囲で求めることはD 関数ρ！(¢), pf （引を0三五
φ三玉2 n-の全範囲で求めることに等しいs すなわち，O三五φ壬π／4でρ！1（が～ρf4（や）が与えられるとき，
式（ 7 ）ラ（ 8）に示されるようにヲ。主五秒三玉2 TC でのPl（ゆ），ρt（ゆ）が与えられる＠
（恥） 二 ρ！1（払） 一卜 pf2 （弘）ート
(7( 払）＝ρ！1（π 恥）十
（π十和）＝ρMπ＋φk)
（ 恥）＝ρM ー やk） 一
トρt4（恥）
ゆk) pf3 （π 弘） ρ14（π － ¢;,) 
( l[十和） 一 ρf3（π十世1a ）十ρ？；4( 7[十恥）
→ρIs （ 恥） ρ｝4( - rp;s]
( 7) 
一一－ c\3 一一一
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ρ： c弘）＝ρ:reφk)＋ρM仇）＋ρ:a(弘）＋ρ：4（恥） l 
p！（π 一 弘）＝ρ！1（π 一 弘）＋ρMπ 一 品） 一 ρ：3（π 一 品） 一 ρ：4（π 一 弘） I 
P！（π＋仇）＝ρ！1（π＋仇） 一 ρ！2（π＋仇） - P!3（π＋弘）十ρ：4（π十弘） r 
p！（一 品）＝ρ！1（ 一 弘） 一 ρ！2（ 一 弘）＋ρ：3（ 一 品） 一 ρM 一 弘） J 
( 8) 
いま，基本密度関数として Wx1（φk） ～ Wx4（弘）
および叫 I（φk） ～ Wy4（払）を式（ 9),(10）で定義す
ると，式（ 9),(10）はそれぞれ式（ 5 ), ( 6 ）を満足
する．
Wx1（仇） = nx（φk)/cos¢k 
Wx2（弘） = nx（恥）tan恥
Wx3（仇） = nx（払）
Wx4（弘） = nx（φk)sinφh 
Wy1（φk ) ＝向（弘）/sin弘







Wy3（仇）＝向（仇）cot仇 （10. C) 




nx（φk ) = 
bk COS <p k (ll. a) 
/ aisin2 <p k + Mcos2 φh 
ny（仇） = ak
sin ¢ k (ll. b) 
I aisin2 ¢ k + Mcos2 </Jk 
式（ 9),(10）で定義される基本密度関数を，境界が





















{ ,f-x'j r非 対称
己記点 r 非 対称
sinB 
·rγ、 －（｝即時： ／ぺFτ『守＼ 叩 内
[oLx;j x
－
非 対称 R �L.月 一 ＂／＿：対称
(.h.,.,rY y
－
非 対称てιムヌ＇， y － 対称
cosB cosB 
,fF;;t} 町4; ι十『」 Xx4:








ρ！1 （仇）＝ρxi（弘） Wx1 （φk ) 1 
ρ12（恥） = Px2（弘） Wx2（仇）｜
ρM弘）＝ρx3（弘） Wx3（弘） 1 c12)
ρち（φk ) ＝ ρx4（仇） Wx4（φk ) J 
ρ！1（仇）＝ρyJ（弘） Wy1（恥） 1 
ρ！2（弘）＝ρω（弘） Wy2（φk ) I 
r c13)ρあ（弘）＝ρω（弘）ωω（恥） I 
p!4（弘）＝ρμ（φk ) Wy4（仇） J 





ρま（仇）＝ρxi(¢ 1) Wx1 （φ1) ＋ρx2（仇） Wx2（仇）
＋ρx3（仇） Wx3（仇）＋ρx4（仇） Wx4（仇）
(15 . a) 
ρ： cφ1) ＝ρω（仇）ωνI（仇）十ρω（φ1) Wy2（仇）
十ρω（仇） Wy3（仇） + py4（φ1) Wy4（仇）
(15 . b) 
一方，切欠きの場合は問題の対称性を考慮して，
pf （φ2), P! （仇）には式（16）の表現を用いる．
ρ主（仇） = Px3（仇） Wx3（φ2) (16. a ) 






( - 1/2) [ ｛ρxi ( 81) I cos 81 ＋ρx2 ( 61) tan 81 -j Px3 ( (Ji) ＋ρx4 ( Bi) sin 61} cos2 e10 
十｛内1( B1) /sin 81 ＋ρyZ ( 81）十ρY3( 61) cot 81十ρy4 ( 61) cos 81} sin2 810]
r2π 
ィ / K{; ( <pi, 81) {Px1 （仇）/cos仇ートρx2( q\1) tan仇十Pxs （ム）
←｝ Px4 ( ¢1) sin 仇｝ b1 cos 1b1
一「 ( rpi, 81) ｛ρy1 ( r/Jll /sin ¢1 ＋ρy2 （φ1) ＋ρy3 ( ¢1) cotφ1 
→ρy4 （φ1) cosφ1} a1sinφ1d¢1 
十 （φz, th）ρxz （和）b2 cos ¢:, d，仇十 。1）ρY2 （仇）b2 cos ,/>2 d¢2 
610 
( 1/2) ［一（ρxl (6\) /c間合寸ん2( fJi) tan t/iトρ：，；3(81) I Px4W1) sin 
ー｜｛内1( 81) /sin 81十ρY2( 61）ートpy3 ( 61) cot 61十内1( Bi) cos 81}] sin 810 cos 810 
(17. a) 
十 ( ¢1, 81) （φJ /cosゆ1 -: ρxz ( ¢1) tan φ1 ート Px3 （仇）
十ρx4 （仇）sin ¢1} b1 cos ef>1 
-- （りうh Bi) {py1 （や1) ゆ1ート内2 （仇）十ρy3 ( r/Ji) cot仇
十ρy4 ( rJ,i) cos ¢1} a1 sin仇
十
卜
（φz, 81） ρx3 （φ2) bzcosφzd，山
。1 ） ρρ（φz)a2sin ¢2 d1)z ニ σ·＿；＇.＇ sin 810 cos 810 
for additional hole : (0 三三 e1 三五 2 n) (1 三五 M 三_/l;fl)
( 1/2) ［ρX3 ( {}z) 820寸ρy2 ( 112) sin2 620] 
一 (¢1, t込）｛ρxi （仇）/cos ¢1トρx2 （仇）tan φ1＋ρx3 ( 
トPx• （φ1) sin φ1} b1COS ¢1 
L ( ¢1) ゆ1＋内2 （φJ十ρy3 （φ1) cot q\1 
ートPv4 （仇）cos仇） a1sinφ1 
十f同＇( ¢2 , 82) Px3 （ゆ仏mφ2 d，山 一！一 ぬ）ρy2 ( ¢2) a2 sin r/J2
Ux <.,Uc, 810 
( 1/2) ［ ρ.T3 ( ,9z) ＋ρyz ( 62)] sin B20 co弓＆。
,"27[ 







寸 （φh tる）｛内1（φ1) ゆ1トρy2 （φ1）斗ρys ( r/J1) cot φ1 
トρY4(¢1) COS仇） a1sin仇
（φ2ヲ 62）ρx3 （φ2) D2COSφ2d¢,z + P.v2 〔 φ2) a2sin 
ニ o;:'sin i92occs 62。
for notch: (0 三五 82 �玉 π／2) (Mい－ 1 三三 M 三五 Ml 十 M2) 
一一 45
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ここで，付加円孔の O豆 ¢1 三五2π の範囲の選点数を MI， 半だ円切欠きの O三五弘三五π／2 の範囲の選点数
を M2，総選点数を M = (MI+ M2） としている．
本研究では未知関数を連続関数として近似するために次のような表現を用いる．
Ml/4 Ml/4 
ρx1C仇） = � a1n tn(¢1）， ρX2 （仇） = � bin tn（仇），
Ml/4 Ml/4 
ρx3 ( ¢1）ニ �l Ctn tn（叫 ん4 （仇） = �l dinら（仇），
Ml/4 Ml/4 
内 l （仇） = �l ein tn（仇）， ρ以仇）＝ 呂んら（仇），
Ml/4 Ml/4 
ρy 3(¢1) ＝呂 ginら（仇）， ρμ （ φ1) = �l h川nC仇），
M2 M2 
ρ必（仇） = �l のn Un （仇）， 向2 （仇）＝呂ん Un(¢2) 




Un(c/J2) = （π／2 - ¢2) 2 (n-l) (21) 
以上の離散化により式(17）は係数 a1n, bin，…，f2n, h2n についての2M 元の連立方程式（22）に還元され
る．
Ml/4 
� (a1nA1n + bin Bin 十 Ctn Cin + din Din + ein Ein + fin Fin + gin Gin + hin Hin) n=l 
M2 
+ � ( C2n C2n + f2n F2n） 二 一 σ·＇； cos 2 fJ10 n=l 
Ml/4 
� .Ca1nlin + b1n]1n + CinKin + din Lin+ e1nM1n 十 finNin 十 gin 。 in+ h1nP1n) 
n=I 
M2 
+ 記 (C2nl己n＋んnN2n) ＝σ·c; sin fJ10 cos fJion=l 
Ain = （－ ν2）州） co内向 s81 + fo
2
" Kt; ( ¢1, fJi) tn ( ¢1) bi d¢i, 
Bin = （ 一 ν2) tn 
C2n 二 1"Kt；（州 1）仇（仇） b2 cos ¢2 d¢2, • 
N2n = 1" Ktf （州i）仇（¢2）凶 n¢2 cos ¢2 d¢2 
Ain = 1
2 
%if ( qJt, fJ2) tn 
for additional hole : (0 壬 fJi 三五2π）(1 三五 M 三五Mi)
C2n = ( 1/2) Un ( fJ2) COジ fJ20 + 1
π
Kt；（砂2,




for principal notch : (0 話。2 壬π／2) (MI+ 1 ；；五M 孟 MI+M2)
(23. b) 
任意の点の応力は 係 数 a1n, bin，…，f2n, h2n と











る 基 本 密 度 関 数 〔式（9),(10）の W :c3 （引，
W112（科〕に加えて新しく2種類〔式（9 ）勺(10）の
Wx1 （φ） ' UJy4伸）〕定義し， その離散化の方法につ
いて説明した 。 本報ではm さらに新しく4種類の
基本密度関数［式（9 ) , (10）のWx2（φ）'Hらdが 9














する守 図1の問題において ？ 形状比がail
’
b1 ニa2!
b, = L az = b2 = l, a1／ρ＝ 0.30, diρ＝ 3. 03, 

















:l�� ＇��-1 日しー←L一一ι一」一一」0 . 90 180 270 360 'l oo
tt:1 t ρ，，（ム） j
�／十汁
0 90 180 270 360 
1 。LL_l_：＿一・υ0 90 180 270
f 一寸
1. • 90 180 270 3SO
( b）基本密度関数 ( C ）重み関数
図3 本解析における （仇）の解析結果







x2， … ，ρμの分布を図4(a）に示す〔 最適形状の場
合（図4( C ））〕．ま た，図4( b）は体積 力密度見
とρ3の分布を図に まとめたものである. 8種類の




た場合の解析結果も分割数がM1 = 12, 24の場合
について示している．この場合に は，特にθ ＝
O。 ，± 90 °, 18 0 ° 近くで体積力の真の密度を表現で
きないために ， 分割数を増加しても密度が収束し
ないことがわか る．











において形状比ailρ， d／ρ，1／ρ を 0. 01ρ の大きさ
のステップで変化させたときの探索結果を表2に
示す．ここで，中央の半円切欠きの最大応力を σ拍
（仇＝ 90 。 ），付加円孔縁に生じる自由縁に近い点B






こで，図の実線は最適形状 （ai/p=0.30, d／ρ ＝ 

























抑制 90 120 150 180 210 240 270 初0 330 360
e, deg 
(b）密度関数の分布
：ζ孟￥b2／α2 = 1 d／，ρ＝3.03 
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表l 境界に沿った応力分布
。， deg Ml σ t σπ τnt M2 σt σn 'nt 
12 -0.9800“9.oxio-• -2.sx10-3 4 0.0000 7.lXlo-2 3 lXlO ' 
。
16 -0.9778 7.3X10-5 3.4Xlo-• 8 0.0000 l.4X10-2 -6 6X10-5 
20 -0. 9777・5.0XlO 6 -3 6Xl0 5 12 0.0000 s.2x10-• -1.sx10-s 
24 ー0.9777 J.OX10-1 3.6＞＜，・10-• 16 0.0000 -1.1x10-• -2 ox10-• 
12 -0.2141 7 ax10-• 1.ox10
・3 4 o 0692 3 7Xl0・・ s. ax10-• 
16 -0.2699 -1.sx10-• -2.Jx10 • 8 0.0716 0.0 。. 0 20 20 -0.2696 1.4X10·5 2.6Xl0'5 12 o 0735 -7 ox10-• -1.4x10·1 
24 -0.2696 -6.6Xl0'7 -l.4Xlo-• 16 0.013a s.ax10-' l.4Xl0 8 
12 0.9332 9.5X1-0-• 6.3X10·• 4 0.8744 2.0XlO 4 2.2x10·• 
16 0.9310 l.6Xl0イ l.3Xlo-• 8 0. 8799 0. 0 0.0 40 20 0.9312 -l.6X10-5 -l.4Xl0 5 12 0 8810 2.3X10·9 2.2×10·' 
24 0.9312 -9.8X10·7 -9.6Xl0'6 16 o as12 s sx10·11 4.6×10·11 
12 2.1091 -2.1x10·' -s.sx10·• 4 2 0011 -2.ox10·• -1.1×10 4 
16 2 .1108・1.2x10·• -,.2x10·• 8 2. 0123 0. 0 0.0 60 20 2.110s 1.2x10·5 4.9X10-• 12 2 0132 -3.7X10·10 -1.9X10·10 
24 2. uos 2. 3 x10·5 1.1 x10·• 16 2.0133 噌l.9Xl0'11 1 7X10·11 
12 2. 7149 -1.1 X10·' -2. 2 X10-• 4 2.8079 4.6X10·3 7 6X10·5 
16 2.111s 4.3X10·5 9.,x10-1 8 2.8126 0.0 口.080 20 2.7112 -4.SX10·•・2 sx10-1 12 2.8134 3.7Xl0'10 5.9Xl0
・11
24 2.7111 -1 3Xlo·• -1.1x10·7 16 2.8135 6 lXlO
・日 ー2.5Xl0 日
12 2.9678 2.1x10·3 -3.6X10·• 4 2.9208 7.7X10·• 6 3X10-
7 
90 16 2.6826 2.sx10·• -3.3X10·5 8 2. 9249 l. 6 X l口
一7 1.ax10·10 
20 2.6820 2.6Xl0"5 -2.8Xl0 6 12 2.ns1 -1.sx10·' 9.sx10·10 
24 2.6819 2.sx10·• -2.2x10 1 16 2.nsa -1.ax10·11 1.1x10 11 
12 2 9224 -7.3X10·• -4.2X10·5 
267. 2 16 2.9234 -s.ox10·• -l.9X10-s 20 2.9235 -1 ax10·• -3.1X10 ‘ 
24 2.9236 -7 3Xl0"4 四 3 6X10·7 
選点、の角度（deg）は， 付加円孔について選点数が Ml=20 の場合， 9.0, 27. o,
45.0, 63.0, 81.0, 99.0, 117.0, 135.0, 153.0, 171.0, 189.0, 207.0, 
225. 0, 243. 0, 261. 0, 279. 0, 297. 0, 315. o, 333. 0, 351. 0 であり， 半円切欠
きについて選点数が M 2= 12 の場合， 6.9, 13.8, 20.8, 27.7, 34.6, 41.5, 
48. 5, 55. 4, 62. 3, 69. 2, 76. 2, 83 .1 で ある． また， M2=8 のとき， 角 度
(deg) 20, 40, 60, 80 で境界条件を満足させているのでの ＝ 0, rn, = 0となる．
表2 最適形状の決定（探索の最終段階）
α ， Iρ d／ρ 1／ρ 
。l • e,, 
σt A σt B deg 
σt C deg 
0.30 3 03 0.55 2 9258 2 9235 267.2 2.7275 83 9 
0.29 3.03 0.55 2.9361 2.8657 267.2 2.7122 83.7 
0.31 3.03 0.55 2.9150 2.9853 267.3 2.7431 83 8 
0.30 3. 02 0 55 2.9260 2.9188 267.2 2 7266 83 8 
0.30 3.04 0.55 2 9261 2 9278 267.2 2.7286 83.8 
0.30 3 03 0.54 2 9249 2.9521 267.3 2.7263 83.7 
0.30 3 03 0.56 2 9266 2 8970 267 1 2 7291 83 7 
3.4 最適形状とそのときの最大応力
本解析では， 最適形状を決定するに当たり a1／ρ，
d／ ρ，1／ρ を± 0.01の精度で求めている． また， 最
適形状の探索には， Hooke と Jeeves の直接探索
法を用いた 7 ,11)• 探索では， 探索移動とパターン移











































野田尚昭・松尾忠利：機械の研究，51, 6 (1999) p. 663. 
A. J.. Durelli R. L. Lake and E. Philips: Proceedings
SESA 10, 1 (1952) p. 5.
P. E. Erickson, and W. F., Riley: Experimental 
Mechanics· 18, 3 (1975) p. 97.
石橋 正：金属の疲労と破壊の防止， 養賢裳(1967) p.
85.
W. P., Steinchen: Journal of Strain analysis, 13, 3
(1978) p. 149.
V., Tvergaard: Proceedings IUTAM Symposium on







西谷弘信：日本機械学会誌，70, 580 (1967) p. 627. 





b，！ρ α，／ρ d/p l／ρ 
IJ,, IJ,, 
σIA σtB deg σIC deg σlo 
1 0.30 3.03 0.55 2.926 2.924 267.2 2.728 84.0 3.065 
1.5 0.70 3.60 1.30 3.076 2.890 263.4 3.066 84.0 3.545 
2 1.25 3.77 2.80 3.405 3.312 258.0 3.405 87.6 3.951 
4 2.30 5.40 4.45 3.494 3.054 253.0 3.502 86.1 5.220 
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(b,/ a, = bi/ a2 = l, a，／ρ＝ 0.30, d／ρ＝ 3.03, 
1／ρ＝ 0.55) ）
）
）
）
）
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nt
nMU
QU
10) 
11) 
0.0 
( a ）半だ円切欠き
状最適化問題に適用した． そして， 付加円孔の最
適形状と位置について考察した． 結果をまとめる
と以下のようになる．
(1）特異積分方程式の解析には， これまで に提
案した未知関数である体積力密度を基本密度関数
と重み関数の一次結合で表現する数値解析法を用
いた． 一般的な荷重条件のもとでの切欠き境界に
沿った境界条件を完全に満足させるために， x,y 方
一一 50 一一
